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Abstract

Este apunte tiene como fin resumir lo leido y lo visto en clase de una manera més compacta, no ob-
stante por ninglin motivo trata de reemplazar ni asimilar la calidad que tiene el leer un libro econométrico
o asistir a una clase.

1 ;Qué es la econometria?

El término ’econometria’ se piensa que fue creado por Ragnar Frish (1895-1973), el cual argumentaba de que
la econometria, en resumidas cuentas, busca la unificacion de la teoria econdémica y los datos cuantitativos.
Esto es relevante al momento de hablar de correlacién y causalidad, debido a que ambos conceptos pueden
ser muy distintos, desde un punto de vista teérico/racional. Esto debido a que puede ser que dos variables
presenten una alta correlacién, pero no necesariamente implica que exista causalidad entre una y otra. A
esto se le conoce como correlacion espuria, para profundizar en este concepto supongamos de que tenemos
dos observaciones:

{yt’xt}thl (1)

Si expresamos los datos con desviaciones respecto a la media, tendremos lo siguiente:
Z=2z— %, 2:T_1E Zze, Z2=1Y,T (2)

cov(y, r) = E(yz) — E(y)E(z) 3)

Como se puede observar, el signo de la covarianza lo determinard la correlacién, ademés tendremos de que
la covarianza depende de las unidades con que estén medidas las variables. Por otro lado, tendremos los
denominados coeficientes de correlaciéon los cuales no dependen de la unidad con que estén medidas las
variables:

T . .
= Z e Say ooy S, = (4)
— S: Sy 5SSy
Por Cauchy-Schwarz sabemos de que —1 < r < 1, cuando toma valor 1 es correlaciéon perfecta, que es la
mayoria de veces que la relacion es deterministica.
Como se puede observar en la ecuacién 4 al dividir las variables por S, se estandariza la unidad de medida,
no obstante los coeficientes de correlacién solo miden la asociacion y cercania lineal de las variables, no dicen
nada de la relacién causal', es importante lo explicado por anterioridad, porque puede darse el caso en que
dos variables se relacionen de una manera no lineal.

1A la falacia de creer lo contrario se le conoce como “Post hoc, ergo propter hoc™ y no es poco comun ver en la sociedad.
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1.1 El marco de regresion

A continuacién hablaremos el marco de regresién, para lo cual asumiremos de que tenemos el siguiente vector
de variables w; = {w1,ws,...,w;}, supongamos de que tenemos 2 particiones (ambas variables aleatorias)
del estilo:

wy = (yr,zr) V y€R, a4 € R* (5)

A continuacién denotaremos la funcién de probabilidad conjunta (para lo cual asumiremos de que ambas
variables son continuas), la cual muestra la probabilidad de encontrar ambos eventos:

f(yta Lt 9) (6)

Donde 6 es un parametro desconocido, no obstante por teorema de bayes sabemos de que la funcién conjunta
es igual al producto entre la marginal y la condicional, llegando a lo siguiente:

f(yt,ﬂft,e) = f(ytvel) 'f(xt702) (7)

Cuando se puede hacer inferencia valida en 6, sin preocuparse de la marginal, es cuando 6, y 6, son libres
de variacién y por ende la marginal (f(z,602) que es la que nos interesa) es libre de variacién.

;,Coémo saber cual es el orden con que van las variables? esta respuesta dependera del escenario en que nos
encontremos, no obstante tipicamente la teoria econdémica nos explica la relacion entre las variables y la
causalidad de los fenémenos, definimos:

e y : Es la variable dependiente o endégena.
e x : Es la variable independiente o exdgena.

En estadistica (y en econometria) nos basta con tener los primeros dos momentos de cada serie (media,
varianza), ya que los momentos de mayor orden estdn compuestos en base a estos dos, teniendo esto presente
e ignorando la marginal, dado de que asumiremos de que es libre de variacién, tendremos que la media
condicional y la varianza condicional son respectivamente:

(. 05) = Byl 09) = [ "y F e 0)dy (®)
olant0) = [ T 2 (gl 0)dy — [m(z,65)]? (9)

Es importante decir de que m(x¢, 63) puede ser no lineal. Teniendo la ecuacién 8, podemos denotar la relacién
de causalidad de la forma:
ye = m(xy, 03) + up —> up = yo — m(xy, 03) (10)

Donde u; es idependiente de todo y representa la diferencia entre la variable dependiente y la media pobla-
cional. El error poblacional tiene las siguientes caracteristicas?:

1. E(ut, 2¢) = 0, demostracion:
E(ulzy) = E(ye — m(z)|ze) = E(yel2) — E(m(2)|ze) = m(zy) — m(zy) =0

2. Para la segunda propiedad, tenemos que introducir el concepto de esperanza iterada, la cual dice que
si E|y| < oo entonces para cualquier vector aleatorio de x, se cumple que:

E(E(ylz)) = E(y) (11)

A esta se le conoce como la Ley simple de las expectativas iteradas, la cual nos dice, en resumidas
cuentas, que el promedio de los promedios condicionales es el promedio incondicional.
Cuando x es discreta:

E(E(ylz)) =Y E(ylz;)Pr(z = ;)

=1

2Estas son por definicién, no por supuestos.
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Cuando x es continua:
BEGI) = | Blylo)f:(a)ds

La Ley general de las esperanzas iteradas permite dos condiciones para las variables establecidas, la
Ley de la experanza iterada nos dice que:
Si Ely| < oo entonces para cualquier vectores 21 y 3 aleatorios, se cumple de que:

E(E(y|z1,z2)|71) = E(yl|z1)

Esta nos dice, en resumidas cuentas que la variable que contenga la mayor cantidad de informacién es
la que termina ganando.
Teniendo esto presente, se cumple la segunda propiedad la cual dice que E(u;) = 0, demostracién:

E(u) = E(E(u|z)) = E(0) = 0

3. La tercera propiedad, nos dice que sea h(z;) una funcién cualquiera de x tal que E|h(x)u,| < o0, la
cual puede ser lineal o no lineal, por lo tanto se cumple de que E(h(zt)u:) = 0, demostracion:

E(h(zt)ut) = E(E(h(z)ue|ze)) = E(h(ze)E(ut|zi)) = E(h(ze) - 0) = 0

4. Se cumple de que E(z;u;) son ortogonales, dado de que la esperanza es 0.
5. Si Ely|” < oo para r > 1, entonces E|u;|” < oo.

Es importante senalar que todo lo anterior se cumple por estructura (como estd definido el error, que es la
diferencia entre el verdadero pardmetro Y y la esperanza de este) y no por modelo, es decir se hace realidad
por definicién, ademds de los primeros dos momentos m(-) y ¢g(-) pueden tomar cualquier forma, cuando
m(-) es lineal se dice que es un modelo de regresién lineal (LRM por sus siglas en inglés).

2 El modelo de regresién lineal (LRM)

En la seccién anterior, explicamos lo que era el marco de regresion, no obstante nosotros tipicamente nunca
podremos encontrar un marco que asimile el comportamiento de los datos y la relacién de causalidad al
100 %, esto debido a que hay limitaciones en la cantidad (y calidad) de los datos con que uno trabaja.
No obstante, la econometria nos da estructuras con las que nosotros podemos crear modelos, los cuales son
aproximaciones a la realidad. A continuacién, mostraremos un modelo simple llamado modelo de regresion
lineal (LRM) para lo cual asumiremos de que m(x¢, ) = x} - 3, es decir que m(a, §) es una aproximacién
lineal, por lo tanto nuestro modelo se puede escribir de manera vectorial como sigue a continuacién:

Y = ;- B+ (12)

No obstante, si tenemos varias observaciones lo podemos denotar de la manera:

Y =XB+u (13)
En donde:
Y1 Tyl T2 o Tik xh U B1
Y2 T21 22 - T2k Ty Uz B2
Y = ] X = . . . . = . ) u = . b /8 = . (14)
!
Y71 pys Ir1 TT2 TTk] Py Il rxK UT ] pyq Br]

En donde hay T sujetos (pueden ser personas, paises, etc) que tiene k caracteristicas, es importante destacar
de que el error u, no es igual al del marco de regresién, debido a que puede estar correlacionado con los x
(este problema se verd mds adelante), lo que mostraremos a continuacién son los supuestos que le haremos
al modelo de regresién lineal, los cuales seran levantados en incisos més adelante, estos son:
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1. E(ut|z) = 0, en este caso es supuesto y por ende es testeable.

2. rank(X) = K, es decir los X presentan rango completo (y por lo tanto, no presenta multicolinealidad
perfecta, tema que veremos més adelante) y por ende det(X’'X) # 0, es invertible.

3. E(usus) =0 Vt # s, a este supuesto se le conoce como ruido blanco y nos dice que los errores pasados,
no nos sirve para explicar el presente y por ende, no nos explica nada del futuro.
Si anadimos otros supuestos adicionales (poco realistas), llegamos a lo que se conoce como el modelo
de regresion lineal homoceddstico (HLRM), el cual nos dice de que:

4. E(u?|xy) = 02 o E(w/|X) = o02I;, es decir los errores son homocedéstico o de igual varianza
t 9 9
graficamente:

Figure 7.1 Homoscedasticity

Finalmente, veremos el modelo de regresion lineal normal, el cual incluye un supuesto adicional sobre
la distribucién de los errores:
uy ~ N(0,0?) (15)

Es importante senalar, que la normalidad del modelo la dan los residuos.
Estos supuesto, son poco realistas y casi no se presentan en los datos, no obstante hay soluciones que veremos

mas adelante a la hora de levantar estos supuesto.

2.1 Notas importantes : El mejor predictor

Como vimos en el primer inciso, nosotros teniendo una serie de valores realizados de z; deseamos crear una
prediccién de y;. Si escribimos cualquier predictor como una funcién g(z;) de z;. Por estructura, el error de
prediccién serd denotado como la diferencia entre y; — g(z+). Una medida no estocéstica de la magnitud de
los errores de prediccion es la esperanza de estos al cuadrado:

E(y: — g(x1))? (16)
Teniendo de que y; = m(xy) + ug:
E(m(z:) +ue — g(z¢))? = Euf + 2E(us(m(ze) — g(z¢)) + E(m(z) — g(z4))? (17)

Por definicién de los u;, tendremos de que E(ui(m(z:) — g(x¢))) = 0, por lo tanto:

=E(uth(z))
E(m(z:) +up — g(21))? = Buf + E(m(z,) — g(x))* > Euf (18)
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E(y: — 9(21))? 2 E(y, — m())? (19)
En donde: m(x:) = E(yt|zt), esto demuestra que el mejor predictor es la media incondicional p = E(y).
No obstante, si bien es el mejor predictor, tipicamente no conocemos su forma funcional debido a que no
conocemos su parametros 6, por lo tanto introduciremos a lo que es denominado el mejor predictor lineal
(tiene apellido, es algo mas acotado) de los y; dados los x4, en donde asumiremos de que:

1. Ey? < cc.

2. [|ae]]? < oc.

3. E(e?) <

4. Qe = E(zx}) es definida positiva.

5. Los momentos E(z;x}) v de E(z4y;) existen con elementos finitos.

Por lo tanto, el mejor estimador lineal serd de la forma:

P(ytlve) = 2,8 (20)
Donde 3 minimiza la media al cuadrado de la prediccion de los cuadrados, teniendo:
S(8) = E(y: — 2,8)* = By} — 28'E(z1y:) + B'E(z}2)B (21)
Por lo tanto:
B = argmin S(3) (22)
BERFK
La CPO es: Y
8(EIB) =0 — —2E(zy:) + 2E(x2;) 8 = 0 (23)
Por lo tanto: )
B = [E(zexy)]  E(zey) (24)
Con esto tenemos una manera explicita de la proyeccién lineal de los y en los x:
Plyilee) = 2,8 = @ [E(wfae)] " E(zeys) (25)
Tendremos la siguiente propiedad:
E(zier) = E((ye — 2:8) = E(zye) — E(z218) = E(wpy;) — E(z2t) 8 (26)
= E(zyr) — E(wie)) [E(wie)]” E(wy) =0 (27)

=1
En el caso, de que el vector x; tenga constante, va a implicar de que:

E(e;) =0 (28)

En el caso de que el vector regresor no contenga constante, esto no se garantiza. Esta es una razoén para que
la regresion siempre contenga constante, ya que de esta manera se asegura de que la media de la proyeccién
del error sea igual a 0.

Cabe senalar de que antes teniamos:

Ut =Yt — E(yt|7+) (29)
——
Esperanza condicional

Que representaba a mi mejor prediccion. No obstante, dabo este nuevo escenario tenemos:

€t =Yt — 55213
~—~

Prediccién lineal

No obstante, el modelo lineal tiene una serie de problemas:
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e No ajusta bien los datos si estan dispersos, por ejemplo si vemos el logaritmo de los salarios contra los
niveles de educacién tendremos lo siguiente:

Log Dollars per Hour

Log Dollars per Hour

=] -
o . - == Linear Projection

- —— Linear Spline

Years of Education

Como se puede observar, la linea punteada es la aproximacion lineal la cual no se ajusta correctamente
a los datos que se encuentran fuera de dicha recta. Una manera de solucionar este problema, es incluir
dummies por rango de anos de educacion esta recta se llama spline lineal. Esto es relativamente
efectivo, ya que con vectores lineales podemos hacer una buena aproximacion a la media condicional:

a5

— Conditional Mean
—=- Linear Projection
Quadratic Projection

Log Dollars per Hour

S
o~

T T T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Labor Market Experience (Years)

e Sabemos de que E(z;u;) = 0 (donde uy = y; — E(yi|2¢)). De modo que si la esperanza condicional (que
es lo que buscamos) es lineal, el estimador va a ser el mejor proyector lineal. Sin embargo lo contrario
no va a ser cierto, ya que el error de proyeccién e; = y; — /3, no necesariamente va a cumplir de que
E(et|z:) = 0. Por lo tanto, el proyector lineal no necesariamente serd una buena aproximacién de la
esperanza condicional.

2.2 Minimos cuadrados ordinarios (OLS)
2.2.1 Preliminares

Vamos a comenzar con una muestra, que denotaremos por {(ys, z¢) :t =1,...,T} donde y; € Ry z; € R¥
vamos a asumir de que estas observaciones vienen de una distribucién comin (también se dice homogénea).
Por lo tanto, un supuesto importante sera el siguiente:

e Las variables {(y1,%1),..., (yr,z7)} estdn idénticamente distribuida y por ende, vienen de una dis-
tribucién comun F'.

Nosotros lo que deseamos, es obtener un estimador para el coeficiente de proyeccion: B = E(z}z) " E(z)y,).
Antes de derivar OLS, vamos a introducir el métodos de momentos:
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Suponga que se desea estimar la media poblacional de una variable Y con distribucién F:
p=E) = [ yary) (31)

Un estimador natural es la media muestra:
1 X

Es asi como el métodos de momentos, lo que busca es reemplazar la esperanza® por el promedio.

2.2.2 Derivando OLS

Lo que nos interesa encontrar es una norma que minimize la distancia entre la variable enddégena y las
variables exégenas, el método OLS lo que busca es minimizar el error del modelo al cuadrado. Otra manera de
entenderlo, es que OLS es un estimador del coeficiente de proyeccién lineal, usando el métodos de momentos
pero omitiendo el divido en T.

Teniendo esto presente, podemos volver a denotar a la suma de cuadrado de los residuos de la forma *:

Sr(B) =vu=(Y —XB)(Y —XB)= Y'YV —-2Y'XB+pBX'Xp (33)

Es una matriz 1 X 1 es decir un vector

Graficando dicha funcién en un espacio de R3, tendremos lo siguiente:

Figure 3.1: Sum-of-Squared Errors Function

OLS lo que busca es minimizar beta de Sp, por lo tanto:

min St = min v =min (Y — X8) (Y — X 34
nin Sy = mit nit ( B)( B3) (34)
La CPO sera de la forma:
oSt (B . A
%L@,:B:72X'Y+2X'X6:O—>X’XB:X’Y (35)

Por el supuesto de rango completo en las X, tendremos lo siguiente :

B=(X'X)"'X"Y (36)

3Esto es debido a que la esperanza es desconocida, puesto de que debo conocer todos los pardmetros de la distribucién F,
los cuales no tengo
4Ocuparemos en lo que sigue notacién matricial.
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Para comprobar de que es un minimo, podemos sacar la segunda derivada:

aZST(ﬂ) _ /
W‘B =2X'X (37)

Definicién: Definimos que una matriz B es semi definida positiva, si para todo ¢ # 0, ¢/ Bc > 0. En la medida
que la matriz se pueda escribir D’ D, siempre va a ser semi definida positiva:

! R S 2
¢D Dc-aa—ZatZO (38)
o’ a

Por lo tanto, X’'X siempre va a ser semi definida positiva y si le agregamos que es de rango completo es
invertible ° y, por ende, es definida positiva. Encontrando que efectivamente es un minimo.A continuacién,
nombraremos unas particularidades de los coeficientes [3:

e Es una funcién lineal de Y.
e Es una variable aleatoria, debido a que es una funcién de X e Y.
e Muestras distintas pueden presentar un coeficiente de correlacién distinto.

e OLS se puede entender como un estimador del coeficiente de proyeccién lineal, el cual usa el métodos
de momentos.

A continuacion introduciremos dos matrices, la primera denominaremos matriz proyeccion:
P=X(X'X)"'Xx' (39)

La particularidad de esta matriz, es que es idempotente y simétrica, es decir todos sus valores propios son 0
o 1 ,en este caso la matriz P es de dimensiones T' x T, la cual presenta rango k con T eigenvalues dentro de
los cuales K son 1 y T-K son 0, la idempotencia se puede ver con claridad, de la siguiente forma:

PP =XXX)'X'X(X'X)'X' =X(X'X)"'X' =P (40)
|\ S
I

Por otro lado, la simetria se puede demostrar dado de que:
P =[X(X'X)'X] =X(X'X)"'X' =P (41)
Denominamos a la matriz de proyeccién ortogonal (o complemento), de la forma:
M=I-XX'X)"'X'=1-P (42)

La matriz M es una matriz T' x T, la cual es idempotente y simétrica, ademaés presenta T-K valores propios
igual a 1 y K valores propios igual a 0. La forma de demostrar idempotencia es la siguiente:

M-M=(I-PYI-P)=I'TI-I'P-PI+PP=I-2P+P=1I-P=M (43)
Con estas dos matrices, podemos recrear la descomposicién ortogonal de Y, como sigue a continuacién:
Y = MY + PY (44)

Ols me garantiza de que la matriz MY sea ortogonal por construccién al espacio generado por los X (PY),
como se puede observar a continuacién:

5Una forma de que no sea invertibles es que los elementos dentro de ella presenten un grado de dependencia lineal. Es decir,
que algtin vector dentro de dicha matriz sea transformacién lineal de algin otro, en el mismo espacio.
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Col X

Lo que hace OLS, es que me descompone el Y, en una matriz que es explicada por los X’s (PY) y otra matriz
que es explicada por los @& (MY) y no por las X’s. Esto me asegura de que los X sean ortogonales a @’ pero
no necesariamente al u del modelo real.

A continuaciéon, haremos un poco de matematicas con la matriz proyeccion y la matriz de proyeccién ortog-
onal, para lo cual tendremos presente la siguiente relacién:

G=Y-X3 e Y=Xp (45)
Llegammos a la siguiente relacién:
PY = X(X'X)'X'Y = X(X'X)"'X'(Xf+4) = XB+ X(X'X)"'X'a=XF=Y (46)

Esto es debido a que, por construccién de OLS X'4 = 0. Un caso especial ocurre cuando X = 1, es decir es
un T-vector de unos, por lo tanto:

1
P =111 = TH/ (47)
Por lo tanto: B
PY =1(1"1)""1'Y = 1Y (48)

Se crea en un T-vector cuyo elementos son las medias de y;. Es sencillo demostrar que los eigenvalues de la
matriz van entre 0 y 1, para lo cual usaremos la traza que se compone de la suma de los eigenvalues para
demostrar lo siguiente:

T
> hiy=tr(P)=K Porlo tanto, 0<h; <1 (49)
=1
Demostracion:
tr(P) = tr(X(X'X)"'X") = tr(X'X) "N (X'X)) = tr(Ig) = K (50)

Trabajando con la matriz de proyecciéon ortogonal:
MY =Y -PY =Y -Xf3=14 (51)

El nombre de dicha matriz se debe a la propiedad de que para cualquier matriz Z perteneciente al rango de
X, se cumple de que:
MZ=Z-PZ=0 (52)

Es relativamente sencillo, demostrar de que:

tr(M)=tr(I —P)=tr(I) —tr(P)=T - K (53)

6Es decir X'u = 0.
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Al igual que antes, podemos ver el caso de que cuando X=1, tendremos de que P; = 1(1'1)~1’ y por lo
tanto: )
MY =I;Y — PY = I;Y — 1Y (54)

Por lo tanto, podemos escribir el lado como Y — Y, es decir el elemento i’th es y; — Y, el valor expresado en
desviaciones de la media. Podemos usar la matriz M, para descomponer é con la siguiente relacién:
t=MY=(I-P)Y=Y-PY (55)
Por lo visto en la ecuacién 46, tendremos de que PY = XB, por lo tanto:
4=MY =Y -PY=Y-XB=4 (56)
Demostrando asi la relacion, usando esta misma podemos demostrar lo siguiente:
ﬁ:MY:M(XﬁJru):M/)SﬁJrMu:MU (57)
=0
Por lo tanto, 4 estd libre de ser dependiende del coeficiente de regresién S.

Usando la ecuaciéon 45 y las ecuaciones 46 y 51, llegamos a la descomposicién ortogonal antes nombrada:

Y = MY + PY (58)

2.2.3 Varianza y Esperanza

A continuacién, veremos los conceptos de esperanza y varianza para el modelo méas basico de regresion lineal,
con todos los supuestos antes nombrados. Para lo cual, usaremos el beta de OLS, derivado anteriormente,
el cual es:

B=(X'X)IX'Y = (X'X) ' X' (XB+u) =B+ (X'X)'Xu (59)

Por lo tanto: .

B—B=(X'X)""X"u (60)
Teniendo esto presente, denotaremos a la esperanza de la forma’:
E[(E(8) - B)|X] = E [(3 - 8)|X| = E [(X'X) "' X"u| X] (61)

Si los X son deterministicos y no estocastico, llegaremos a:

E[(E(8) - A)IX] = E[(X'X) "' X"u|X] = (X'X) " X'E[ulX] = 0 (62)
=0

Usando esperanza iteradas, tendremos de que:
E(E[(E(8) - 8)|X]) = E( — 8) = E(0) = 0 (63)

Por lo tanto, bajo los supuestos antes nombrados el estimador OLS es insesgado. No obstante, insesgamiento
es un supuesto poco realista e infantil, debido a que la esperanza no es més que ponerse en distintos escenarios,
sacar el promedio de cada uno y luego sacar el promedio de dichos promedio, por ende pocas veces los datos
seran insesgado, mas adelante veremos de que el supuesto que vamos a pedirle al estimador es el de eficiencia
asintotica.

Para derivar la varianza, asumiremos (por el momento) de que hay homocedasticidad de los errores. Teniendo
esto presente:

V(BIX) = E[(E(8) - B)(E(8) - B)|X] = E |(8 - B)(B - BY|X] (64)

"En este caso usaremos la Ley simple de esperanza iterada, la cual nos dice de que E(3) = E(E(8]X))
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=E [((X’X)*lX’u) (X' X)) X"u)’ |X} =E[(X'X)'" X uw/X(X'X) " X] (65)
= (X'X)'X'E[uw/|X] X(X'X)' = (X'X) ' X0, X (X' X)™? (66)

Dado de que hay homocedasticidad o, es un escalar, por lo tanto:
V(BIX) = 0u(X'X) ' X' X(X'X)! = 0y (X' X) 7! (67)

=I
Por lo tanto:
V(B = E(V(8IX)) + V(E(Bla)) = B(V(BIX)) + V (8) = E(V (BIX)) = ouE((X"X)™") (68)
=0

En el caso que los X’s sean estocdstico queda asi, en el caso de que los X’s sean deterministico la esperanza
de los X es lo mismo que las X, por lo tanto el caso deterministico queda de la forma:

V(B) = V(BIX) = ou (X' X) ™! (69)
Existen importantes caracteristicas de la varianza:
e Crece proporcionalmente con oy,.

e Decrece con el tamano de la muestra (Ya que X’X se hace mds grande), por lo tanto a mayor tamafo
es menor la variaciéon y por ende convergerd al verdadero (5.

e Decrece con la volatilidad de las variables exdgenas.

Algo importante, es notar de que bajo estos supuestos el error medio cuadratico es igual a la varianza, esto
debido a que por contruccion:
MSE = Var + Sesgo® (70)

Como el sesgo es 0, tendremos de que:
MSE =Var (71)

2.2.4 Aproximacion de la varianza de los errores
El error de varianza es de la forma o2 = Eu'u, si v fuera observado, entonces podrfamos estimar o2 por:

1
52 = Tu’u (72)

Sin embargo, esto no se cumple si u no es observado. En este caso, hacemos dos pasos , el primero es estimar
el modelo y obtener los residuos #, luego reemplazar esto en la ltima ecuacién, con lo que llegamos:
o 1

6% = il (73)

Como tenemos el hecho de que &« = MY = Mu, tendremos de que:

1 1 1 1
~2 A/A: / — ! — /
6" = g —TY MMY —TY MY U Mu (74)

Una implicancia interesante, es que:

1 1 1 1 1
=2 2 _ o 1 — (T — — "I —1 = >
6% =& = pu'u— u Mu —Tu( M)u Tu( +P)u T Pu>0 (75)
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Esto debido a que la matriz proyeccién es semi-definida positiva y u’ Pu es una forma cuadratica. La relacién
anterior nos dice de que 2 es numéricamente menor a 62. Si sacamos las esperanza de ambos estimadores
tendremos lo siguiente:

E(6%|X) = B(T "W/ Mu|X) = T'E(W/Mu |X) = T 'E(tr(v Mu)|X) = T 'E(tr(Muu')| X) (76)

1x1
=T Yr(ME(ud|X)) = T Hr(Mo?I) = T *o*tr(M) = o*(T — K)T ™" (77)
Aplicando la Ley de esperanza iteradas, tendremos de que:
E(6%) = o*(T — K)T™! (78)

Se puede observar de que este estimador de la varianza es insesgado. Este estimador tipicamente se utiliza
en muestras grandes, no obsten en muestras pequenas se tiende a usar el siguiente estimador insesgado:

52 =0*(T-K)! (79)
Es trivial demostrar de que bajo el modelo de regresiéon normal la varianza es la siguiente:
V(6*) =T722(T — K)o* (80)

La normalidad, solo funciona para demostrar este tltimo resultado, pero para todo lo deméds no es requerida,
ademds tendremos los siguientes puntos a considerar:

e 52 es sesgada, pero es de minima varianza bajo el supuesto de normalidad (MLE) y es consistente.

e La varianza de 3 y de 62 dependen de o.

2.2.5 Anilisis de varianza (ANOVA)

A continuacion derivaremos la descomposicién de la varianza de una estimacién, para lo cual tendremos
presente que la descomposicién ortogonal es:

Y =PY +MY =Y +1 (81)
Por lo tanto 8: B ) S o
Y-V -Y)=Y -V -Y)+2(Y = Y)a+da (82)
Por definicién tendremos lo siguiente:
P
R ~ =
Y'a=(PY)(MY)=Y'PMY =Y'(P(I-P))Y =Y'(P-PP)Y =0 (83)
0

Para eliminar el término Y’ sea igual 0, tendremos lo siguiente:
Yia=Y V4 (84)

En donde ! es un vector de unos de dimensién T, por lo tanto teniendo presente de que ' es el promedio de
los u’s es 0, siempre y cuando la regresién incluya constante. De esta manera, teniendo estas dos implicancia
llegamos a: A R

Y-Y)Y-Y) = (Y-Y)(Y-Y) + Q/}:‘/ (85)
Residual sum square (SSR)

Total sum square (TSS) Explained sum square (ESS)

8Teniendo presente de que Y — Y = Y+a-Y por descomposiciéon ortogonal.
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Esto es tipicamente llamado la férmula de analisis de la varianza para la regresiéon de minimos cuadrados.
Un estadistico cominmente reportada es el coeficiente de determinacién o también llamado R-square (R
cuadrado), el cual se formula de la siguiente manera:

, ESS SSR 't Y'MY

“Tss rss Tl vy TV vy (86)

Teniendo en mente de que L = Iy — T—1 1. Llegar al numerador es trivial, llegar al denominador lo
derviaremos a continuacién:

Y-V -Y)=YY-YY-YY+YY=YY-2YY+Y'Y (87)
y T71 Zt Yt Zt Yt
Y=[:]= ; =T (88)
y T_l Zt Yt Zt Yt
Y1
'Y= => (89)
Yt ¢
Sustituyendo en Y tenemos,
V'Y l
y=r"(:|=1" 'Y =T710Y (90)
V'Y l
Por lo tanto: o
Y'Y -2Y'Y 4+ Y'Y =YY - 2T 'Y 'Y + (T 0y (T 1Y) (91)
=YY -2 'Y Y +T'Y () YT? (92)
~~
=T
=YY -2 'Y Y +T Y'Y =YY -TYWY =Y Ir-T"0)Y (93)
~—_—
L
Haciendo que se cumpla: - -
Y -Y)(Y-Y)=Y'LY (94)
Comprobando la ecuacién:
SSR Y'MY
RP=1-—"7=1 (95)

TSS ~  Y'LY
Esta tultima relaciéon nos ayuda a entender qué porcentaje de la suma de cuadrados esta representado por el
modelo. Hay varias consideraciones que tener en mente:

e Por construcciéon 0 < R? < 1, si toma valor de 0 significa de que no hay nada en el componente
sistematico que me ayude a predecir el comportamiento del Y. Sin embargo, uno tiende a pensar
(erréneamente) de que se espera de que R? tome valor a 1, no obstante uno no espera que su modelo
sea una definicién o una tautologia, ya que por definicién es una aproximacién a algin fenémeno y no
el marco en si mismo.

e En términos conceptuales, no explica nada puesto de que es la economia la que explica los fenémenos. Es
més, el R? no permite discriminar si un modelo es mejor que otro, debido a que carece de interpretacién
alguna, mas adelante veremos criterios de seleccién de modelos que nos ayuda a escoger qué modelo es
mejor que otro.
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e Si el modelo no incluye constante, puede darse de que el R? sea negativo, ya que la regresién podria
tener peor ajuste que la media.

e Un gran problema del R?, es que al agregar regresores la SSR decrece o se mantiene constante, mientras
que la TSS permanece constante.

Es por esta tltima razén de que nace el R? ajustado?, el cual crece y decae por incluir més regresores:

SSR T &

R2 — _—. =
R =1 7SS T-K G2

(96)

Como se puede ver, el lado derecho se compone del estimador insesgado de la varianza de los u's y del
estimador sesgado de la varianza de y. Como se puede observar, el R? ajustado puede caer si el aporte del
regresor es bajo. Teniendo esto definido, no nos queda més que decir de que en la actualidad se usa otros
criterios de seleccién de modelos, los cuales veremos mas adelante.

2.3 Estimador OLS de una particion

Supongamos de que tenemos la siguiente particion:

X=X, X y 5:[@ (97)

Podemos escribir el modelo de regresién lineal como:
Y =X161 + Xefo+u (98)

Podemos descomponer la operacién X' X3 = X'Y como:

XiX1 X{Xa] (B _ [X]
{XéXl xpx.) \g) =[x " (99)
X1 X161+ X{Xofs = X1V (100)
X5X1 51 + X3Xofo = X3Y (101)
De la ecuacion 101, tendremos de que:
X5 Xofy = X3Y — X4X1 1 /(X)Xa) ™" (102)
s By = (X5X2)TH(XLY — X5X151) (103)

Reemplazando esta relacién en 100, tendremos de que:

X1 X151+ X[ Xo(X5X5) 7 (XY — X5 X1 51) = X[Y (104)

= X{ X131 4 X] Xo(X5X2) ' X5V — X[ Xo(X3X0) ' X5 X1y = XY (105)
= X[ X151 — X{ Xo(X}X0) ' X5 X1 81 = X{Y — X{ Xo(X5X0) ' X5Y (106)
= X[(I = Xo(X5X2) ' X)) X151 = X{(I — Xo(X5X2) ' X3)Y (107)

9Este es el R? de Thail, hay otros pero este es el que més se usa.
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Teniendo presente que M; = I — P; y que P; = X;(X/X;)"1 X/ para todo i = 1,2, llegamos a:

X MyX 15y = XI MY (108)

Br = (X{ Mo X)) X | MY (109)
El resultado es trivial para Bg: R

By = (XM Xo) ' X5M Y (110)

Esta es una aplicacién de Frisch-Waugh-Lovell: Bg y @ puede ser computarizado usando el siguiente comando:

1. Regresionando Y en X7, obtenemos el residual Y.
2. Regresionamos X5 en X7, obtenemos el residual X.

3. Regresionamos Y en X y obtenemos B y el residual .
Este teorema se puede usar en el caso particionado, para lo cual tomaremos:
B = (X{MaX1) ' X | MY (111)
Podemos denotar a esta expresion de la forma:
Gy = (XP X)Xy (112)

En donde X7 = My X7 e Y = MyY. En otras palabras X es el residuo de una regresion de X; en Xy e Y*
es el residuo de la regresién de Y en X5, por lo tanto por definicién es el Teorema de Frisch-Waugh-Lovell.
Es importante decir, de que dado de que se sacan los errores de las dos etapadas, para luego regresionarlos
uno con el otro, se omite la constante, ya que en este caso la esperanza de los u son iguales a 0, por lo que no
tiene sentido de que la pendiente no pase por otro lado que no sea el origen. Adicionalmente, Cabe destacar
dos cosas:

e Para sacar la particién, el R? y el ajustado, solo se necesitan los supuestos de que las variables estén
idénticamente distribuidas y que X’X sea de rango completo.

e Para sacar la esperanza insesgada y la varianza, se necesitaron los demas supuestos ya nombrados en
un principio.

2.3.1 Teorema de Gauss-Markov

El Teorema de Gauss-Markov nos dice que bajo los supuestos del modelo de regresion lineal homocedastico,
OLS es el mejor estimador lineal insesgado (se le dice que es Melli o Blue)!?, para demostrar esto denotaremos
una matriz A = (X’X)~1X’, por lo tanto 3 = AY, tomemos cualquier otro estimador 3 = (A + C)Y .Por lo
tanto:

B=(A+C)Y = (A+O)(XP+u) = (A+C)XB+(A+ Chu= AXF+CXB+ (A +Chu (113)
=p
— EBlz) =E (B + CXB + (A+ CulX) =E(B|X) + E(CXB|X) +E((A+ ClulX)  (114)
=0

E(flz) — B =CXB (115)

10Es importante esto dltimo, dado que es el mejor estimador, pero comparandolo solo con estimadores que cumplan con esa
condicién.
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Para que pertenezca a la familia de los estimadores insesgados se tiene que cumplir de que CXj3 = 0.

Supongamos que se cumple esto, es sencillo ver de que:

B=(A+QC)Y =p4+CXB+(A+Clu=p+(A+C)u
~——

=0

Por lo tanto la varianza serd de la forma:
V(BIX)=E [(5 —EP3)(B—-E(B))|X| =E[(A+ C)u)((A+ C)u)'|X]

—E[(A+ C)ur/(A+ CY|X] = (A+ C)E [ut/|X](A+ C) = 0*(A+ C)(A+C)

Es sencillo descomponer (A + C)(A + C)’ de la forma:

AAT2CA +OC = (X'X) T X'X(X'X) 2 CX(X'X) 1 + CC
N————— N~
= =0

(A+O0)(A+C)Y =(X'X)" 4 0C
Juntando esta tltima expresiéon con 118 llegamos a lo siguiente:
V(BIX)=c((X'X)"L +CC") = c*(X'X) ! 4 a2CC"
Como podemos recordar, la varianza de OLS era la siguiente:
V(BIX) = o2(X'X)"!
Asi, nos queda lo siguiente:
V(BIX) = V(BIX) +0CC" — V(B|X) - V(BIX) = o*CC’
A medida de que CC’ sea semi-definida postiva se va a cumplir siempre de que:

V(BIX) > V(B X)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

(122)

(123)

(124)

Si no se cumpliera homocedasticidad OLS dejara de ser el mejor estimador lineal insesgado. Otro punto
interesante a evaluar, es que se cumple de que también es el que tiene menor error cuadratico medio, ya que

en este caso como es insesgado el ECM serd igual a la varianza.

2.4 Minimos cuadrados restringidos (CLS)

A continuacién, veremos una aplicaciéon de minimos cuadrados la cual se basa en la idea de que enfrentamos
reestricciones al valor de los coeficientes S. Supongamos que se tiene que cumplir la siguiente reestriccion:

Qp=C

Donde @ es una matriz de (K X q) constantes conocidas y C' es una matriz de g-vectores constantes conocidos,

las cuales cumplen las siguientes condiciones:
e El rando de @ es ¢, donde g < K (se debe cumplir con desigualdad estricta).

e Existen g reestricciones.
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Teniendo esto en mente, diremos que el estimador CLS, es tal que minimiza la SSR sujeto a Q'3 = C, por
lo tanto podemos hacer uso de nuestro Lagrangiano como se muestra a continuacién '':

L(Bv) =Y = XB)'(Y - XB)+2¢(Q'B - C) (125)

OLS

CLS

Donde v es de dimensién 1 X ¢ y es un ¢ — vector del multiplicador de Lagrange, tendremos que las FONC
seran del estilo:

oL

8—B|5ﬂ =0— —2X'Y +2X'XB+2Q7 =0 (126)
oL A
a—7|5’7=0—>Q5=C (127)
Para encontrar los coeficientes, multiplicaremos la ecuacién 126 por Q' (X’ X )~
—2Q (X'X)'X'Y +2Q (X'X) ' X' X B+2Q (X'X)'Qy=0 (128)
3 I
Q'B=C
~QB+CHQX'X)TIQY =0+ Q(X'X)'Qy=Q'B-C | [QX'X)Q] " (129)
7=[Qx'X)'Q] (@B-0) (130)
Reemplazando esta expresién en 126, tendremos lo siguiente:
X'XB=XY -QQX'X)'Q] (@B-0) / (x'X)7" (131)
— = (X'X)' XY —(X'X)'Q[Q(X'X)'Q] T (@B -0) (132)
_,A_/
=3
B=f-(X'X)TQQX'X)Q " (@QB-0) (133)

Por definicién § = (X’X)"1X'Y e Y = X8+ u, por lo tanto B =8+ (X' X)~1X'u, reemplazando este
expresion en 133 llegamos a:

B=B+(XX)"X'u— (X'X)QQXX)7Q] QB+ Q(X'X) X'u=-0) (134)
Teniendo presente la segunda condicién de optimalidad (Q'S = C), llegamos a:

-1

B=F+XX)"X'u— (X'X)Q[Q(X'X)Q] Q(X'X)'X'u (135)

Llegando asi al estimador CLS, a continuacién derivaremos la esperanza y la varianza:

E(B1X) = 8+ (X'X)7'X'E(u]X) —(X'X)7'Q [Q'(X'X)7'Q] ' Q' (X'X) ™' X E(u|X) (136)
T 5
E(B) =5 (137)

Es insesgado, por otro lado si definimos:

A=T1-QQ(xX'X)'Q ¢ (138)

11 Al multiplicador le agregaremos un dos por conveniencia, pero sin el 2 los resultados no cambian.
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V(B)=E[(B-B)(B~B)]=E[(AXX) X u)(AX'X)" X u)'] (139)
=E [AX'X) "' X u/X(X'X) T A'] = AX'X) ' X'E(uu) X (X'X) 1A (140)
V(B) = c?AX'X) A (141)

Se puede demostrar de que lamatriz A es idempotente, pero no simétrica. En este caso, el estimador de la
varianza serd de la forma:

2 =T"YY - XB)'(Y — XB) (142)

Esta varianza serd mayor o igual al &.

2.5 Inferencia

El modelo normal de regresién lineal como vimos en un principio, agrega el supuesto de normalidad de los

errores:
u~ N(0,01) (143)

La ventaja de asumir normalidad, yace en la capacidad de poder hacer inferencia exacta, lo cual significa
que los estadisticos tienen distribuciones conocidas incluso en muestras finitas. Bajo estos supuestos, dado
de que B depende de la distribucién de u, tendremos de que:

BIX L N(B,oX(X'X)™) (144)

Es importante, que es aproximada como normal. Por otro lado, es claro notar de que como B £, 3, esto
ademds converge a una distribucién degenerada (colapsa en un solo punto, que en este caso es beta), por lo
que necesitaremos algo més de inferencia (con teoria asintética lo veremos con mas detalle).

Asimismo, cualquier combinacién lineal de /3’ tendra distribuciéon normal:

X =qQp~ N(g’ﬁ, *Q(X'X)™Q) (145)
=C

A continuacién, discutiremos una muestra finita (exacta) y grande de estimadores para hacer test de hipdtesis,
cuyos componentes seran:

e Hipdtesis nula: Hy
e Hipdtesis alternativa: Hy

La idea de estos dos conceptos, es que nosotros tenemos una teoria que asumimos verdadera la cual nunca
estamos seguro de ella, por lo tanto la contrarrestamos con los datos. Es importante acusar de que la
hipdtesis nula estd fuertemente protegida, ya que le exigimos un nivel de significancia, pero nunca se acepta,
solo que no se rechaza. Esto ultimo es fundamental en las ciencias, ya que sabemos de que nuestro modelo
es solo una aproximacién de la estructura real. Ademds, tenemos dos tipos de test:

e El test estadistico serd de una cola o de dos colas,en el primer tipo me interesa el signo y en la me
interesa la distancia, ademdas me interesa con igualdad o desigualdad.

e Teniendo estos elementos, tendremos una zona de rechazo y una conclusién.

Usando la inferencia con constraste lineal y usando el supuesto normales, testearemos la siguiente hipdtesis:

Hy:QB=C AN H :QB#C (146)
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Con g =1 (Q'f escalar), asumiendo normalidad, bajo la hipdtesis nula:
Con ¢ conocido: .
Qp-C

[O.ZQ/(X/X)—lQ]%

Rechazaremos la hipdtesis nula a un nivel de significancia a si:

Z= ~ N(0,1) (147)

|Z| < Zl—a/2
Donde Z;_,/, se obtiene de la tabla de distribucién normal (0,1).
Cuando o es desconocido, usamos el estadistico (seguimos asumiendo normalidad)!?:
W'a 9
by 148
o2 XT-K ( )
Adicionalmente, usando el hecho de que:
N(0,1
% (149)
/(T = K)
Tendremos de que con o desconocido y q=1:
LA
-C
__@F ~S (150)

tr = _
T exx) g "

Es decir se convierte en un t-student, la cual tiene la particularidad de ser simétricas pero con kurtosis mayor
que la distribucién normal, ademaés tendremos de que cuando T' — oo se convierte en una normal. Ademds
rechazaremos la hipétesis nula a un nivel de significancia «, si es que:

tr[ > Si—a/2 (151)

Donde S;_,/2 se obtiene de la tabla de distribucién de t-student. Para construir intervalos de confianza,
tendremos de que:

QB—C
7Q'(X'X)

1—a=Pr

Slaj2,7-K] <

=5 < S[la/Q,TK]] (152)
—1-a=Pr|QB- VeQXX) QS aprx) < QB < QB ~V/oQX'X) 1QSupzrx] (153)

Por lo tanto: R
QB € |QB+VEQXX) QS aprx] (154)

A continuacién, estudiaremos el caso en que ¢ > 1, es decir, cuando @’/ es una matriz:
Cuando ¢ es conocido:!'?

(@B - C)Y(*Q(X'X)'Q) QB —C) ~ 2 (155)
Cuando o es desconocido: 4

(QB-C)(e*Q(X'X)"'Q)~ " (@' B-C)
2 ~Fyr-K (156)

-2
T-K

Sr(B) = Sr(B) _ T - K (Q'5-C)[QX'X)"'Q (@B -0C)

2 q u'h

En el caso de mas de una reestriccién, para general intervalos y regiones de confianza.

Pr{@F-Q8) G X)QNQF-QB)/a < Fyr x| =1-a (158)

12Esto debido a que en el numerador tenemos la multiplicacién de dos normales esténdar lo que distribuye como chi cuadrado
con un grado de libertad.

13Esto es debido, a que como argumentamos anteriormente la multiplicacién de dos normales estandar, dan como resultado
una X%, por lo tanto la suma de q chis da como resultado una XgA

141 distribucién F se origina de dos x? divididas por sus respectivos grados de libertad.
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2.6 Teoria asintdtica

A continuacién, como hacer inferencia cuando u no es necesariamente normal, como discutimos con anterior-
idad a medida que aumento mi tamano de muestra la matriz de varianza-covarianza se vuelve mas pequena
y el coeficiente 5 converge al pardmetro real, como se muestra a continuacién:

La teorfa asintdtica es la propiedad de los estimadores cuando el tamano de muestra es infinitamente grande
(o muy grande), por lo tanto hay contexto en los cuales las propiedades de muestras pequenias y grandes
se asemejan, es por esto ultimo que necesitamos saber qué tan complejo es el problema para decidir si
apoyarnos en una o en otra. A continuacién, hablaremos de las conocidas por la teoria y a las usadas para
estos estimadores:

e Convergencia en probabiliad: Diremos de que una secuencia de vectores reales o de variables aleatorias
{z;} converge al pardmetros real x en probabilidad si:

lim Pr(|lz;—=z| >E)=0 VE>0 (159)
T— 00
Donde ||z; — x|| es una norma, tipicamente se utiliza la norma euclediana. Notros a esto lo denotamos
P .
como r; — = o Plim xz; = x.
e Convergencia en el cuadrado de las medias: Se dice que {z:} converge en medias cuadradas si:

lim E(z; —2)> =0 (160)

T—00

. M
Nosotros la escribimos de la forma x; — x.

e Convergencia casi segura: {x;} converge casi seguro a x si:

Pr| lim z=z| =1 (161)

T— o0
a.s. .
En este caso se denota como x; — x. Es importante, acusar de que a.s — M — P.

e El estimador A7 de 0y es llamado estimador débilmente consistente si Or L, 0.
e El estimador A7 de 0y es llamado estimador fuértemente consistente si Op 25 0.

e Teorema WLLN1 (Ley débil 1) Chebyshev : Teniendo E(x;) = py, v(z:) = o¢ y Cov(xy, z;) =0 Vi # j,

tendremos de que si:'?

D IR
lim ?Zothgoo (162)

T—>00
t=1

15Es importante, que este teorema deja que los x cambien con los errores, ademas permite que la varianza sea heterocedastica,
puesto a que puede variar segin la muestra (notar los sub-indices).
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Es decir, si dicha expresion convege a un parametros finito, se cumple de que:
_ _ P
T — U —> 0 (163)

Donde Z7 y i representan el promedio muestra y el promedio de la esperanza muestral de u; respec-
tivamente.

e SLLN1 (Ley fuerte) Kolmogorov : {z;} es idependiente con varianza finita v(z;) = 07 < co. Si:

© 9
o
> - <o (164)
t=1
Entonces:
T — T 250 (165)

Esto es relevante, ya que nos explica el por qué el supuesto de independencia es un supuesto mas fuerte
que suponer que las covarianzas son iguales a 0.

Para OLS, tendremos de que si:

T7'X'X — Q Y Q invertible y no estocéstico (166)
Entonces: T
B = (X)X (167)
S (TX'X) N T X ) 5 0 (168)
—_———
=Q-1
Asi, diremos de que el estimador 3 es (débilmente) consistente, ya que:
LB (169)

Cabe destacar, de que la consistencia es un hecho mds relevante (y realista) que el sesgo.

e Convergencia en distribucién: {z;} se le dice que converge a x en distribucién, si la distribucién F; de

x; converge a F de x en toda la continuidad de puntos de F, se escribe zp Ly y llamamos a F como
el limite de la distribucién de {x;}. Si {x;} e {y;} tienen el mismo limite de distribucién, lo denotamos

LD
como xp = yr.

e CTL1 (Teorema central del limite) Lindeberg-Lévy: Teniendo a {x;} ii.d. con Ez; = py Va, = o2,
entonces: 0

T — W Ir— U D
Ly = ———-=VT N(0,1 170
= s = VT 2N (170)

Donde Zr representa el promedio muestral de los x.

Llevando esto tltimo a OLS, tendremos de que asumiendo T-'X’X — @ invertible y no estocéstico, y
712Xy 2y N(0,02%Q), entonces:

VI(B =) = (T7'X'X) " (T7/2X ) 25 N(0,02Q ) (171)

Por lo tanto, bajo el modelo homocedéastico la distribucion asintdtica no depende de la distribucién de los
errores.

16Nétese que incluimos el supuesto de que los x son independientes e identicamentes distribuidos, lo cual es un supuesto
maés fuerte que no correlacién, ademéas todas las muestras son iguales independiente de T, finalmente no hay presencia de
heterocedasticidad.
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2.7 Test de quiebre estructural
Supongamos de que tenemos 2 régimenes de regresién:
Y = X161 +uq (172)

Y2 = XQBQ + U2 (173)

Los betas son distintos para ambas regiones, teniendo de que T7 + T> = T, ademds nos interesa la varianza

o? antes y después del evento:
2
U7 ;o] 0‘1[T1 0
E [W] [ujub] = { 0 UngJ (174)

En le modelo reestringido , la hipétesis nula es la siguiente!”:

Ho: 1= B2 (175)

Nuestra hipdtesis nula nos dice de que no hubo cambios antes y después del evento, asumiendo de que o1 = 09
(es decir que tienen la misma volatilidad):

Y =XB8+u (176)
Donde: v % 0 5
u
il A PR B (I am
Aplicando:
Se(8) ~ Sr(8) T K (@B~ OV[Q(X'X) QI Q' ~C) .
52 I v ~ TeT-K (178)

Llegamos a:

T+ To — 2K (81— B2) (X1 X)) ™"+ (X5Xa) )71 (B — B2)
K VT - X(X'X) XY

~ Frr+T—2K (179)

Donde f; = (X/X;))"'X;Y V i=1,2.
El mismo resultado puede ser derivado a continuacién: Si definimos la SSR bajo la alternativa (cambios
estructurales):

Sr(B) =Yl - X(X'X)"' X'y (180)

Y SSR bajo la hipdtesis nula: B
Sr(B)=Y'[I - X(X'X)"' X'y (181)

Es facil mostrar de que: B R
T+ T - 2K Sr(B) - Sr(d)

= ~ Fg r+T,—2K 182
K ST(,B) 1+T2—2 ( )
En este caso un estimador insesgado de la varianza es:
52 ord) (183)
T+ Ty — 2K

Antes, nosotros habiamos removido el supuesto de que o1 = o2, nosotros primeros derivaremos un test de
igual varianza. Bajo la hipétesis nula (igual varianza a través de los regimenes), tendremos de que:

o
“UZ’ ~e g Y oi=1,2 (184)

7En el modelo no reestringido incluyo toda la muestra.
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Dado que las chi-cuadradas son independientes, tendremos de que:

- K s
e e N _ 185
T1 _K ﬂé'&g T —K,T,— K ( )

A diferencia de las pruebas anteriores, aqui debe utilizarse una prueba de dos colas, porque un valor grande
o pequeno valor de la prueba es una razén para rechazar la hipétesis nula. Si eliminamos la hipdtesis de
igualdad de varianzas entre regimenes y nos centramos en la hipdtesis de igualdad de los pardmetros de
regresion, las pruebas son mas complicadas. Nos concentraremos, en el caso cuando K=1, aqui un t-test es
aplicable, se puede demostrar de que:

B1— B2

br = ———=="~25 (186)
o1 + g2
X1X: T X[ Xz

Donde:

[ + %]
0712 - : - ’ 0:'22 (187)
T (X[ X0)? T THo1)(X]X3)2

v =

Aunque son muy usados los test de cambios estructurales (o Chow test), la econometria moderna es escéptica,
ya que en estos test el econometrista establece una forma ad-hoc en cémo dividir la muestra. Las aplicaciones
tedricas y empiricas recientes trabajan en tratar el periodo de posible ruptura como una variable latente
enddgena.

2.8 Boopstrap y Montecarlos
(Pendiente)
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3 Formas funcionales

A continuacion, varemos algunas extensiones de OLS las cuales son cruciales en la practica.

3.1 Efectos de escalados

Los datos no siempre estdn convenientemente escalados, por ejemplo el peso de una persona puede estar
determinado en gramos, kilogramos e inclusive toneladas, por lo tanto es esencial entender cuando las
variables endégenas/exdgenas cambian la cuantia.

3.1.1 Cambiando la escala de X

Supongamos que transformamos el siguiente modelo:

Yo = B1+ Bowe + we (188)
Escalamos por ¢ de la forma:
x
yt:/81+c'62?t+ut (189)
Con esto llegamos al siguiente modelo:
ye = B+ Baxy +u (190)

Lo que sucede en estos casos es que:
e Cambiamos la magnitud del coeficiente por c.
e Cambiamos el coeficiente del error estdndar por el mismo factor.
e t-statics no es afectado.

e Todo lo demaés se mantiene sin cambios.

3.1.2 Cambiando la escala de Y

Supongamos que tenemos el mismo modelo:

Yt = P1 + Paxe + up (191)
Multiplicamos todo por %:
U
v _b Py (192)
c c c c
Lo que es equivalente a:
yi =B+ Byxy +uy (193)

Lo que sucede en estos casos es que:
e Cambiamos todas las magnitudes por la constante.
e Cambiamos el coeficiente de las desviaciones estdndar de los errores por el mismo factor.

No afecta al t-test.

Escalamos los residuales y cambiamos el error estdndar de la regresién (SER) por el mismo factor.

Todo lo demés se mantiene sin cambios.
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3.2 Variables Dummys

En muchos casos nos interesa estudiar el efecto heterogéneo entre grupos, en estos casos podemos definir
una Dummy siempre y cuando las variables que tomamos para comparar son independientes y exdgenas, y
tienen interpretacion cualitativa. Por ejemplo, si definimos una Dummy de la forma:

1 Muj
dy; = wer (194)
’ 0 Hombre

Por lo tanto, podemos escribir la ecuacion de la forma:
w; = Po + Bidi; + (195)
Donde los resultados seran:
e (o = E(wagelhombre) = fy.

o 5y = E(wage|mujer) = By + b1.

Donde 3 es el castigo/premio por ser mujer. No obstante, nuestro anélisis estaria sesgado ya que hay més
factores que influyen en el salario de la persona, por lo tatno serd un modelo insuficiente, una forma de
representar esto es que Cov(x,u) # 0. Adicional a esto, podemos definir una segunda dummy de la forma:

0 Muj
do;i = e (196)
' 1 Hombre
Y podemos estimar la siguiente regresién:
w; = Pidy,; + Boday; + u; (197)

En este caso:
o (31 = E(wage|lmujer).
o (o = E(wagelhombre).

En estos casos para evaluar si no hay discriminaciéon, podemos ver si la hipdtesis 81 = (2 se cumple. No
obstante, esta Ultima forma no es muy usada, ya que nos basta encontrar que la primera es signifativa (la
que incluye solo la dummy es mujer) para encontrar significancia.

Adicionalmente, podemos expandir nuestro analisis incluyendo maés regresores:

w; = Bo + Bidi + Pl + uy (198)

En este casos incluimos a la variable eduacién, la cual puede ser cualitativa o cuantitativa, en este caso
intercepto el efecto de los géneros, pero la educacion es la misma, una manera de arreglar esto es:

w; = Po + Pidii + PoEi + Bsdi B + u; (199)
Esta ultima ecuacién, permite la diferencia de pendiente como se puede observar a continuacién:

w

b1
Bo
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Como se puede observar, existe un premio por ser mujer, pero el retorno a la educacién es el mismo porque
tienen la misma pendiente las rectas. A medida que una pendiente es mas inclinada que la otra, se argumenta
de que existe un premio a la educacion para el grupo que presente mayor inclinacién.

Es interesante ver como nuestro estimador algebraicamente maneja las variables dummys:

W = Dlﬁl =+ Dgﬁg —+u (200)
Por construccién D} Dy = 0, por lo tanto:
N
; _ SN daWs 1 .
B = (D\D)) *D\W = &=L 20— N g W =T (201)
YLy diiWi z—zl

Donde N; es el nimero de observaciones con dy; = 1y W1 es la media muestral de estas observaciones.
Paralelamente, tendremos de que: . -
B2 = Ws (202)

Por lo tanto, para evaluar diferencias lo que necesito es hacer un teste de diferencias de medias, por lo cual
necesito una matriz de varianzas-covarianzas de los betas, asumiendo que los ues son homocedasticos:

~2
ooay a2 [(D1D1)7! 0 _ & 0
V(B)=¢ [ 0 (D/2D2)—1 = 01 Ig\% (203)
Donde:
3
==Y a7 (204)
N=
Si hay heterocedasticidad:
o [63(DiDy) 0 } 0
14 _ |91+t . =N 205
&= TP o] = | 2 (205)
Donde:
R I e .
j:ﬁjzdﬂ"iui Para j=1,2. (206)
i=1

3.3 Utilizando regresién particionada y dummys para crear efectos fijos

El efecto fijo, se basa en la idea de que uno sabe de que tiene efectos heterogéneo por ciertas variables,
pero la cuantia de cuanto es el efecto es irrelevante. El caso méds comun es el de los colegios, por ejemplo si
queremos estudiar cémo se relaciona una serie de regresores al puntaje de una prueba, es muy probable que
tengamos que incluir una dummy por cada establecimiento educacional, no obstante el coeficiente particular
de cada colegio es irrelevante para nuestro andlisis, solo nos interesa saber cémo afectan al coeficiente de
nuestras variables de interés. En estos casos, lo que podriamos hacer es utilizar regresién particionada de la
forma:

Y =X161+ XofB2 +u (207)

En donde X; contiene los regresores de los coeficientes que nos interesan conocer y Xs contiene las dummys
creadas para cada establecimiento (exceptuando uno que serd nuestra base), por lo tanto segin nuestro
definicién de regresion particionada, tendremos de que :

B = (X[ M X1) ™' X | MyY (208)

De esta forma, obtenemos los regresores con el efecto fijo por establecimiento incluidos.
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3.4 Tendencias de tiempo
Considere una serie que tiene una tasa de crecimiento constante:
2z =20(1+9)' (209)

Es decir la variable z; no tiene una relaciéon lineal y presenta un crecimiento exponencial, si tomamos
logaritmo:

In(z) =In(z) +tIn(l+g) (210)
Podemos cambiar la notacién, agregandole un shock:
Y1 =51+ Pat +w (211)

Donde t es la tendencia, 35 es la tasa de crecimiento porcentual de g: 82 = In (1 + g) &~ ¢ (aproximadamente
igual a g, cuando este es pequeno), independiente de la medida de t el beta no cambiard, pero si cambiard
el estimador de la constante porque cambiard el intercepto.

3.4.1 Estacionalidad
La idea basica es que las series de tiempo se pueden descomponer en 4 factores, los cuales son:

Y, =5 +C+T,+ U, (212)
En donde:

e S; es el factor estacional, el cual no tiene relacién con la economia, es un componente que se repite de
manera habitual y no tiene una explicacién econémica detrds (por lo general, se debe a tradiciones,
costumbres como las fiestas patrias, etc.).

e (; es el factor ciclico, es un componente que nos dice que hay un co-movimiento en el tiempo, cuyo
signo depende de la correlacién, ejemplo la persistencia de un boom.

e T; es el factor tendencial, esta nos muestra si la serie presenta algin crecimiento de largo plazo.
e U, es el factor irregular o no predecible.

Supongamos que tenemos la siguiente serie:

49

4.8 4

47 4

4.6 4

4.5 4

4.4 4

43

09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
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Como se puede observar, hay un patré que se repite periodo tras periodo, este componente se denomina el
estacional el cual se presenta a continuacién:

Y _SF

1.020

1.015 4

1.010

1.005

1.000

0.995

0.990

0.985 4

0.980

09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

El componente ciclico sera de la siguiente forma:

Y_CICLICO

4 56

454 -

452 -

4.50 4

448 -

4.46 -

4.44 -

4.42

09 10 " 12 13 14 15 16 17 18 19

La tendencia, es un tema que discutiremos en breve.

En economia, lo que nos interesa es desestacionalizar la serie, puesto de que este componente no nos interesa,
para esto existen distintos métodos dependiendo de que si la serie presenta un comportamiento sistematico
o aleatorio, partiremos con el primer caso. Supongamos de que los trimestres son distintos, lo que hacemos
bajo este escenario, es estimar una regresion de la forma:

Ye = Bo + B1qr,s + Boqo,r + P3q3,e + Pat 4wy (213)
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Creamos tantas variables dummys como categorias, menos una si es que queremos incluir constantes. Para
sacar el efecto estacional de la serie (desestacionalizar), hacemos lo siguiente con la serie:

i =y — (Brqre + Pagas + B3as.e) (214)

Asi obtenemos la serie desestacionalizada de una manera deterministica. Si nosotros tomamos la serie
de manera aleatoria existen métodos llamados X12-ARIMA que desestacionaliza la serie con una serie de
elementos que se escapan a los alcances de este apunte.

3.4.2 Calcular el componente tendencial de una serie

Lo que nos interesa en este inciso es sacar el componente tendencial, para lo cual hay dos formas de calcularlo,
uno es suponiendo de que el crecimiento de la serie tiene un comportamiento deterministico y otro es suponer
de que sigue un comportamiento aleatorio, para explicar esto supondremos que la serie con la que trabajamos
va se encuentra desestacionalizada, para calcular el componente tendencian de una manera deterministica
nosotros le agregamos la forma con que crece, usualmente se ocupa la forma lineal o cibica (no cuadratica,
por la construccién de estas), por lo tanto, hacemos una regresién de la siguiente forma:

Aproximacion lineal, regresionamos:

yr = Bo + it + wy (215)

El componente 51t serd nuesto componente tendencial. Para la aproximaciéon cubica, regresionamos:
ye = Bo + it + Bat® + Bst® + (216)

En este caso ft+321%+B3t> es nuestra aproximacién de la tendencia, con una tendencia ctibica. Graficamente:

Componente Tendencial del consumo
T

104 T

02t s

Consumo

Tendencia lineal estimada
Tendencia clbica estimada

gl i i A i i " ! i
1996 1999 2002 2005 2008 2011 2014 2017 2020
Afo

No obstante, tipicamente las series macreconémicas presentan un crecimiento aleatorio, para estos casos
tipicamente se utiliza el filtro Hodrick-Prescott (Hodrick y Prescott, 1980), también llamado ’filtro HP’,
para el cual supondremos de que tenemos una serie de la forma x1, x9, ..., encontraremos 4", 25" ... &
que minimice:
T T—1
S —al)?+A S (Aaly, — Adtr)? (217)
t=1

t=1
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Este programa asume de que la tendencia se ’suaviza’ por la penalizacién de la variacién del segundo com-
ponente. El pardmetro A\ captura la importancia relativa de tener una tendencia suave versus el ajuste de la
serie observada. Cuando A crece la serie se vuelve més suave, en el extremo cuando A — co, obtenemos una
tendencia lineal, por el contrario cuando es 0 obtenemos una tendencia parecida a la serie en si. Ademas,
los autores asumen de que un buen valor para este A es 1600 '®, aplicando esto a nuestra serie llegamos a:

Componente tendencial del consumo
T T T

10.2 T

10 E

Consumo
w
o
T
1

8.2 .~

gl i i A " ! " ! i
1996 1999 2002 2005 2008 2011 2014 2017 2020
Afo

Componente tendencial mediante hp

Para obtener el componente cicliclo, baste con restar la tendencia a la serie desestacionalizada llegando a lo
siguiente:

Componente ciclico del consumo
T T T

01 p T

0.05

-0.05

-0.1

Consumo

-0.15

Companente ciclico polinomio lineal

03r Componente ciclico polinomio cubico ||
Companente ciclico mediante hp
.38 L L L L L L L L L
1996 1999 2002 2005 2008 2011 2014 2017 2020

Afo

181dea profundizada por Kydland y Prescott (1990) y Wabha (1980).
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Es claro notar que la varianza del componente ciclico cuando la aproximacién de la tendencia es lineal es
mayor, puesto de que la tendencia se ajusta menos a la serie.

3.5 Regresiones no lineales

Nosotros estamos interesados en la expresiéon de E(y;|z;) = m(z;) V # € R, donde la forma de m es de-
sconocida. En OLS asumimos de que una buena aproximacion es con coeficientes lineales, no obstante los x
pueden ser de alguna otra forma. Podemos argumentar de que m es suficientemente suave para que se pueda
aproximar a un polinomio de x:

= Bo + Brzy + Box} + -+ + Bzl + w (218)
Si z € R2?, una simple aproximacién es:

ye = Bo + Bzt + Poxa s + ﬂ:&ﬂfit + 545637,5 + B5T1,4T2,t + Ut (219)

A medida de que la dimensién crece, la aproximacion se hace no parsimoniosa. Si bien, la mayor parte usa
términos cuadréticos, algunos utilizan cubos sin interacciones (redes neuronales, series de Fourer, etc). Esto
puede ser o més eficiente o menos eficiente:

Y = Bo + Brare + Paway + B3ai y 4 Baxs , + B e + Bext , + +Bra5 , + w (220)

Como se puede observar, la regresién sigue siendo lineal en los coeficientes, la gran desventaja de la dimen-
sionalidad, es que a medida que aumenta el problema se hace mds complejo de manera exponencia (a esto
se le denomina la maldicién de la dimensionalidad).

Ademas, al incluir no linealidad la interpretacién toma esto en cuenta. Por ejemplo, del modelo anterior:

aE(Z]t\xt)

3 = B1 + 2Bsw1s + Bsx2, + 3Bsat (221)
LT1,t

Efecto no lineal y no constate

Como se puede observar, el efecto es una funcién de z1; y 2, lo que dificulta el reporte de la pendiente.
Esta complejidad hace de que el efecto de la variable sobre otra, no sea constante y dependa del punto en el
cual nos encontremos, para dar una solucién a esto, tipicamente la derivada se evalua en dos candidatos:
En la media muestral:

8E(yt|xt)

D lee=e = P11 2B5%1e + BsTae + 3T, (222)
En el promedio:
OE(yt|x¢) 1 &
T Z (%cj ) 2= By + 2B3T1, + BsTau + 366 > at, (223)
t=1

Donde el efecto evaluado en el promedio es distinto al efecto promedio en el componente ctubico( E(F(x)) #
F(E(x))).

Tipicamente se escoge la segunda forma, ya que si x es muy simétrico el efecto promedio puede evaluar de
mejor forma la diferencia.

3.5.1 Transformaciones

Muchos modelos simples consideran no linealidades, pero podemos usar transformaciones que nos da una
aproximacién bastante buena. Por ejemplo, usemos la funcién de produccién Cobb-Douglas:

Qi = U;K*L) (224)

Si tomamos logaritmo natural:
¢ =ak; +vL; + u; (225)
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Quiero estimar « y 7y, donde puedo usar OLS si K y u es ruido blanco al igual que L y u. Otro ejemplo, es
la funcién:

Qi = emiftu (226)
Al igual que antes, podemos tomar logaritmos naturales llegando a:
4 = i + u; (227)

No obstante, hay funciones no lineales las cuales no se pueden aplicar transformaciones para transformarlas
a lineales, un ejemplo claro es la funciéon CES de la forma:
1

Qi=[aK!+(1—a)L!]” +u, (228)

En este 1iltimo caso no se puede aplicar OLS.

Ademis, tenemos de que escoger la forma funcional de una relacién afecta la interpretacion de los resultados,
acontinuaciéon tenemos algunos casos tipicos:

[ Nombre Funcién Derivada FElasticidad]
Lineal y =1+ Pax Bo ot
Cuadrética y = Bi + Box? 28, 2L
Ciibica y =1 + Boz® 3432 3p3L
log-log Iny=p1+B2lnx B2l B2
log-lineal Iny = 81 + Box Bay Box
| lineal-log y=p01+PoInx 52% Bgi

Los economistas tenemos dos preguntas que nos interesan responder, una es jqué ocurre con y cuando cambia
X7, una primera respuesta es evaluar de pedniente (dy/dx) otras veces me interesa responder esta misma

. . . . dy =
pregunt.a pero mde-pendlente de la escala d§ x ey, por lo que evaluamos la elasticidad A%y/A%z +— 52 - Z,
esta iltima expresién no depende de la unidad.

3.5.2 Ln(y) vs y como variable independiente

Los econometristas pueden estimar ¥ = X B +uolnY =X B + 4 o ambas, pero jcual es mejor?, la realidad
es que cualquiera estd bien a medida de que E(y:|x:) y E(Iny:|z:) estén bien definidos (Y > 0).

Para seleccionar una sobre otra, necesitamos imponer otra estructura adicional, por ejemplo de que la
esperanza sea lineal en z; y u ~ N(0,0?), en estos casos:

Razones para preferir In (Y') sobre Y:

e Quizds E(In (y;)|z:) sea lineal en z;, mientras de que E(y;|x;) puede ser no lineal, y por lo tanto tenemos
que los modelos lineales son més sencillos de interpretar.

o u; =1In(y;) —E(In (y)|x) los errores pueden ser menos heteroceddsticos que los errores de una especi-
ficacién lineal (al revés ocurre pocas veces).

e A medida de que y; > 0, el rango en In (y;) estd bien definida en los R, esto no sucede en los casos en
que ¢; dado ciertos x; y 8 puede producirse de que g; < 0 (Tobit).

e Si levantamos el supuesto de que u distribuye normal, puede darse de que la distribucién sea asimétrica,
por lo tanto E(y:|xt), no serd una buena medida de tendencia central, y el estimador estard (serd)
influenciada por las observaciones en los extremos o ”fuera de la linea” (se parece a una x?), por lo
tanto E(In (y;)|x;) serd una mejor medida de tendencia central 9.

e Hay que tener cuidado si se aplica logaritmo natural y se estd interesado por obtener E(y:|z:), ya que
se cumple desigualdad de Jensen:

exp [E(In (y;)|2¢)] # E [exp (In (y1))]:] (229)

19Es importante decir de que, si a una distribucién se le tiene que aplicar logaritmo para que distribuya normal, se dice que
la serie es log-normal.
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3.5.3 Estimadores para no-linealidades omitidas

Estos test son usados para cubrirnos de problemas de especificacion, es decir para ver si estamos capturando
de manera correcta la relacion entre los xy y los y;. Una manera es agregar una funcién no lineal de z; y
testear significancia. Entonces podemos usar abuso de notacién y ocupar z; = h(z;) para denotar de esta
forma una funcién no lineal de ¢, estimamos mediante OLS la siguiente expresién:

Yt = 37;3 + 217 + iy (230)

Y testeamos Hy : ¥ = 0.
Otro teste muy ocupado es el Ramsey reset test o también conocido como test de no linealidades omitidas,
para este test partimos con una especificacién simple en lugar de un modelo complejo:

ye =18+ u (231)
Lo cual es estimado por OLS, obteniendo los valores predichos ; = x,’fﬁA Ahora usaremos:
U
o | (252)
!
El cual es un vector (j — 1) de transformaciones de gjg . Corriendo la regresién auxiliar:
ye = 2B+ 2 + iy (233)

Por OLS y teniendo un estadistico wald W para Hy : v = 0, la hipdtesis nula serd de la forma Wy ~ X?_p
esta nula es rechazada a un nivel a% si el estadistico Wy excede por sobre a% la cola critica del valor
de la distribucion X?—l' Para hacer el test, j debe ser seleccionada con anterioridad. Tipicamente, valores
pequenos como j=2,3 o 4 dan mejores resultados.

El test RESET es una funcién suave, para detectar indicadores simples de la forma:

v = G(x}8) + uy (234)
Donde G(+) es una funcién suave de conexidén, para ver el por qué la ecuacién se puede escribir como:
ye =@y + (@10)* 71 + (@18)%F2 + - + (@1 BY i1 + (235)

Lo cual tiene la esencialidad de aproximar a G(-) por un polinomio de orden j — th. Es importante decir,
de que heterocedasticidad es pariente de no linealidad, no obstante hay que ser cuidadoso respecto de esto
ultimo.

3.6 ;Estan los errores normalmente distribuidos?

Como vimos anteriorimente, normalidad de los u’s no es crucial para las propiedades del estimador OLS
(incluyendo la inferencia), sin embargo conduce a una distribucién exacta en muestras pequenas, ayudando
en prondstico, etc. Por lo tanto, cada vez que tengamos una relaciéon deberiamos hacer un test de nomalidad,
a continuacién veremos el test mas tipico, para lo cual necesitamos comentar de que necesitamos tan solo
dos estaligrafos necesarios para definir una serie ( primeros dos momentos, la media y la varianza), dado de
que todo momento mayor va a ser una construccion de estos dos momentos.

3.6.1 Jarquer-Bera test

A continuacién, veremos el test mds comun para testear normalidad, el cual se construye de la siguiente

manera:
(K - 3)2} D 2

T
1 — X2 (236)

JB==.|52
AL
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Son dos grados de libertad, debido a que son dos hipétesis (S y K). Este test, se puede hacer para los residuos
o para cualquier variable.

e S (asimetrfa o skewness en inglés) es una medida de asimetrfa de la distribucién respecto de la media?’:
l~/2z—-2\" 1<&/%)\°

S=_ i =_ i 237

(%) =52 (3) (237

t=1 t=1

Cuando S = 0 es simétrica, en caso de que S > 0 la distribucién tiene la cola ancha por la derecha, en
caso de que S < 0 la distribucién presenta cola ancha por la izquierda.

e K (kurtosis) es la medida de volumen o amplitud de la distribucién, en otras palabras trata de explicar
qué tan plana o parada es la distribucién:

lem(zm—2\" 1/2\"
_ t P zt
w2 (%57) —rx(5) @
t=1 t=1
Cuando K=3 la distribucién es normal, con K > 3 la distribucién presenta colas méds anchas (Platykur-

tic) y en caso contraria, cuando k < 3 la distribucién es presenta colas méas planas que una distribucién
normal (Leptokurtic distribution).

3.7 Error de medicién

A continuacién veremos las consecuencias de hacer una mala medicién, de manera no sistemética, para lo
cual usaremos la siguiente regresion:

Y*=X"6+4+u (239)
En donde X* o Y* no son observados, ademds tendremos de que Y = Y* +v, X = X* +w; v ~ (0,021) ,
w~ (0,021).
Considere primero de que Y estda medido con error, en estos casos tendremos de que:
Y=X*B+u+v=X"B+u", (240)

Donde u* = u + v. Esto satisface el supuesto de LRM, por lo tanto B es insesgado y eficiente (pero menos
que cuando y es observado), ademds tendremos de que

V(BIX™) = (o7 + op) (X' X)

Dado de que los errores no son sistemdticos y por ende V(u + v|X*) = (02 + 02)1, no obstante el estimador
OLS sigue siendo MELI (BLUE).
Ahora supongamos de que X™* estd medida con error, en estos casos:

Y=X-wp+u=XG+u" (241)

Donde v* = v — wpB, X = X* + w, en estos casos los regresores estaran correlacionados con los errores, la
correlacién se puede derivar de la siguiente manera, para lo cual debemos recordar de que E(X|u) = 0, es un
supuesto més fuerte de que E(Xu) = 0, por lo tanto basta que lo segundo no se cumpla para que lo primero
tampoco, por lo tanto tendremos lo siguiente:

E(Xu*) =E(X(u—wp)) =E(X* +w)(u —wp)) (242)

=E(X*u+wu — X* '8 — ww'B) = E(X*u) + E(wu) — E(X*w') 8 — E(ww’) 3 (243)
=0 =0 =0 =02

E(Xu*) = cov(X,u*) = cov(X +w,u —wh) = —Bo> 1 (244)

Esto no satisface el supuesto de no correlaciéon entre los regresores y el término de error. Entonces § sera
sesgado e inconsistente, de esto salen dos puntos importantes:

20También se puede comentar de que la asimetria es el 3er momento centrado y estandarizado de la serie.
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e Asumir que la medida de los errores son no sistemético es ingenuo.

e Si ellos son sisteméticos, 5 serd sesgado e inconsitente incluso en el primer caso.

3.7.1 Variable omitidas

Supondremos de que el modelo correcto es el siguiente:

Y :Xlﬂl +X262+'LL (245)
Y el modelo estimado es:
Y:X161+U (246)
En este caso por OLS, tendremos de que:
B = (X1X1) 7' XTY = Bi + (X1 X1) ' X[ X + (X1 X0) ' Xu (247)

En este caso el estimador serd insesgado en la mayoria de los casos, ya que:

E(f1) = B+ (X1 X1) "' X1 X2 B (248)

z
Cada columna de Z serd la derivada del regresor de X7 y X5, ademds se aproxima a las covarianzas, que
serfa como la pendiente de X; y X5. La tnica forma de que Z = 0, es que X; y X5 sean ortogonales o
que B2 = 0. La direccion del sesgo es dificil de evaluar en el caso generar, si suponemos de que ambos son

escalares tendremos de que:
A cov(Xq, Xs)
E = _—
(B1) =B+ —; o)

Si el signo de Cov(X1, X2)B2 > 0, E(B1) > B1 y el estimador estard sobreestimando el efecto de X; en Y.
En el caso de la varianza, nosotros estimaremos:

- P (249)

V(Bi|X1) = o*(X(X1) 7! (250)
Si denotamos al estimador correcto Af, tendremos que la varianza correcta es:
V(B71X1) = 0*(X{ Ma X))~ (251)
Para comparar ambas expresiones, calcularemos la inversa:
V(BIX)] = [V(BIIX0)] ™ = 072 (X1X1) — 0 2(X{MaX1) = 0 2(X{X2(X3X2) ' X5 X1) >0 (252)

Podemos concluir que aunque f; es insesgado e inconsistente, tendrd menor varianza que f7. Ademds,
tendremos de que si 02 no es conocida la tendremos que estimar, para hacerlo seguiremos pensando que el
modelo estimado es correcto, tendremos de que:

AL~

9 'l

= 253
Tk (253)

Pero & = MY = My (X181 + X282 + u) = M1 X382 + Myu , por lo tanto:
E(a%}) = ]E [(M1X252 + Mlu)'(Mngﬁg —|— Mlu)] = ﬁéXéMngﬁQ + 0‘2(T — ]{,‘1) (254)

El primer término es la contrapartida de la poblacién al aumento del SSR debido a la omisién de X5 de la
regresién. Como el término 62 es positivo , estard sesgado hacia arriba (la verdadera varianza es menor).
Desafortunadamente, para tener esto en cuenta deberiamos requerir conocer S2. En conclusion:

e Si nosotros omitimos variables relevantes, 31 y &2 estardn sesgadas.
e Incluso cuando 3; sea més precisa que (7, &% no serd consistentemente estimada.

e Solo en el caso de que X7 y X2 son ortogonales, Bl serd insesgada.
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3.7.2 Variable irrelevante incluida

Supongamos ahora, de que el modelo real es de la forma:

Y =X16+u (255)
Pero nosotros estimamos:
Y =X8+ X8 +u (256)
En este caso, nosotros estimamos:
B = (XM X)) X MY = By + (X, Ma X)) "1 X Mau (257)
La esperanza sera de la forma: .
E(ﬁl) =5
Por lo tanto: R
A ﬁ1] {31}
E =FE | = 258
@-e|7] - (258)

Por la misma razén uno puede probar de que:
't
E ~2 - — 2 259
(&7 (T—kzl—k:2> ? (259)

Entonces, jcudl es el problema del sobreajuste? La forma, el costo: la reduccién en la precisién la cual recae
en:
B = B+ (X1 Mz X1) ™' Xy Mau (260)

La varianza sera de la forma:

V(1|X)) = o®(X{ M Xy) ™! (261)
Esta varianza es mayor que si el modelo fuera estimado correctamente, ya que en este ultimo caso:
V(Bi1X1) = o (X1 X1) ™! (262)
De esto se concluye lo siguiente:
e El estimador es asintométicamente eficiente si X7 y X5 son ortogonales.

e En caso de que X; y X5 estén dltamente correlacionados la inflacion de la varianza seria alta.

3.8 Multicolinealidad

La multicolinealidad aparece cuando dos o mas regresores estdn altamente correlacionados, lo que implica
un difultad al estimar la precisién de los efectos individuales de cada uno.

3.8.1 Perfecta colinealidad

Esto es un fenémeno el cual no es un problema en si, sino mas bien un descuido debido a la mala especificacion.
Sucede cuando las columnas de X son linealmente dependientes entre si, esto pasa cuando son de rango
incompleto (es decir rank(X'X) < k), por lo tanto 8 no est4 definido. Esto sugiere de que hay una variable
que estd demaés.

Este error es sencillo de identificar, dado de que (X’X) no serd invertible y por ende no existird (X’'X)~?
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3.8.2 Multicolinealidad débil

A diferencia de la colinealidad perfecta, la colinealidad débil presenta un problema estadistico , el problema
no es de identificacién sino que de precisién, ya que ante una alta correlaciéon entre regresores habra una
baja precision de la estimacién estimada. Los sintomas del problema son:

e Pequenos cambios en los datos producen grandes cambios en las estimaciones.
e Los estadisticos t no son significativos, pero el R? es alto.
e Los coeficientes tienen signos incorrectos o las magnitudes son inverosimiles.

El problema aparece cuando X’X es ”débil singular” y las columnas de las X estdn cerca de ser linealmente
dependientes, esto hace de que la confiabilidad de los calculos son reducidos, esto debido al ”floating-point”
que dificulta el calculo.

Como el problema es con (X’X)~!, lo veremos al detalle. El elemento j — th de la diagonal de (X’X)~! es
(tomaremos j = 1 por conveniencia):

(7 Moa1) ™! = (zy21 —27 Xa(X5X2) ™' Xpa1) ™
escalar

Dado de que (2} Maz1)~! es un escalar:

Py,
—_———
/ X X/X 71X/ /P
= (@ - AT om0 g BT (263)
T T1T1

) Xo (X5 Xo) " X)ay
Ty

Es sencillo observar de que se aproxima a la suma de cuadrado de los 21, donde (X4 X5) ™t X4,

es la regresion de 1 respecto a Xo, por lo tanto Xo(X5X5) 1 X,2; es el valor predicho de los #7 — &1, por

lo tanto®!: )

' Mox,) L =
(M) = o T R/ )

(264)

En donde X, es la matriz T' x (k — 1) de X que excluye a 21 y R? es el R?(no centrado) de la regresién de
x1 en el otro regresor.

Otra manera de derivar esto, es teniendo la siguiente regresién:
Y = fiaz1+ 2 Xo+ € (265)

Donde x; es un vector y X5 es una matriz, usando herramientas de regresiéon particionada, tendremos de
que:

Var(By|z1, X2) = Var((@, Mazy) ™ (2 MY )|z1, X2) = 0% (a, Maay) ™ (266)
Como ya derivamos el lado derecho, tendremos que la varianza es:
o2

Var(Bi|z1, X2) =

267
zyzi (1l — R%,Nc) (267)

En el caso de que 7 y X2 son ortogonales, RiNC = 0y la varianza es la tipica Var(Bi|z1, X2) = o (xfz1) L.
Si tenemos que una serie de regresores estdn &ltamente correlacionados a 1, entonces R? ne tenderd a 1y

<

o/ !’
21Esto se desprende de que R?VC = XX’Y = YYI,Dg”,Y como se puede observar, es distinto al R?, en este caso es como si se

regresionara X1 en Xs.
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Vav"([3’1|gcl7 X9) — 00. De esto ultimo se deriva el test VIF (variance inflation factor), el cual se construye

de la forma: )

VIF = ——
- R

(268)
La regla general es procuparse cuando R? < R? V 7, este “test” no es uno propiamente tal, ya que no lo
comparamos con una distribucién, sino que solo lo usamos como una regla al 0jo” y decimos que hay
problemas de colinealidad cuando VIF > 10.

Una medida alternativa es el test Besley, el cual se basa e condicionar un niimero (), el cual se construye
con los valores propios de una matriz B = S(X’X)S, en donde S es una matriz diagonal de la forma:

- 0 0
1111
S=1 o0 L 0 : (269)
1212
0 0 +
xkxk

Por lo tanto, la matriz B es de la forma (Para simplificar usaremos dos regresores):

1 1
L_ 0 / ~~ 0
B= X1% |:X1:| [X1 X2] S 1

1 /
0 XX X5 0 XX
2 242
X1 1 0
XX X1X1
=X, (X1 X, 0 1
VXLXo VX5 Xo
X1 X1 X1 X2 T 1 0
_ VXX VXX VXX,
- )(é){l )(é){Q 0 1
/
X, Xs /XX X3 Xz
X! X, X! X, b 1 X! Xs
B— XX VX[ X /X5Xs | VX[ X1/X} Xo (270)
= X5 X, X5 X = X5 X, 1
VX5 X /X[ X, X3 X2 ] VX5 X0 /XX,

Es sencillo ver, de que cuando no hay colinealidad X; es ortogonal a X5 y por ende X| X2 = 0, de esta forma
la matriz de Besley es identidad:

B- [(1) (1)] (271)

En este caso los eigenvalues, son iguales a 1, ya que:

1-X 0
det(B—)\I):O—>det[0 1)\]:(1—)\)2:0

A=1

En el caso de perfecta colinealidad, el determinante sera igual a 0, ya que las cercanias de la diagonal seran
iguales a 1, el test Besley establece un ntimero (como se dijo al principio), el cual depende de los eigenvalues
de la siguiente forma:

ATRGI

V= (272)

)\min
Como hemos comentado con anterioridad, cuando no hay colinealidad los valores propios son iguales a 1y
por ende v = 1, en el caso de que hay colinealidad perfecta los valores propios son iguales a 0 y por ende
v — o0, Besley sugiere de que cuando v > 20 indica de que hay potenciales problemas, existen algunas
maneras de lidiar con ”el problema”:
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e Reducir las dimensiones de X (dropear variables), el problema de hacer esto es que como la variable
es relevante, [ estard sesgada (como vimos con anterioridad). Esta practica hace explicito el trade-off
entre reduccién de varianza y sesgo.

e Utilizar componente principales.
e utilizar Ridge regression.

En resumen no hay palabra mas mal usada que ” Problema de multicolinealidad”, puesto de que si las variables
estan altamente colineales es un hecho de la causa, la contemplacion acerca de la aparente malevolencia de la
naturaleza no es contructivo (ademads de no ser correcto), las curas ad-hoc para una mala muestra pueden ser
desastrozamente inapropiadas (intentando ganar eficiencia, perdemos consistencia). Por lo tanto, es mejor
aceptar el hecho de que los datos no experimentales en ocasiones no son muy informativo de los pardmentros
de interés.

3.8.3 Componente principal

Tome el modelo

Y =XB+u (273)
Considere la transformacién??:
Y =XPPBtu=20+u (274)
=Z _—9
Donde:
Pexe=[ p1 - pr ] (275)

p; es el eigenvector j — th ortogonal (vector caracteristico) de X’ X. Estos eigenvectors son ordenados por el
orden de la magnitud del correspondiente eigenvalue, por lo tanto:

ZT><k = [ Z1 Zk ] (276)

Esta es la matriz del componente principal, es decir z; = Xp;, la cual es llamada como el componente
principal j — th, donde 2}z; = A,

El estimador del principal componente de § es obtenido mediante la eliminaciéon de uno o mas z;, aplicando
OLS para reducir el modelo y transformando el estimador obtenido al espacio del parametro original. Esto
es, particionando X[ P P, |=] Zy Z3 ], tendremos:

Y =X P10y + XP0y+u= 2101 + Z30s +u (277)
Si omitimos Zs del modelo obtenemos, via OLS:
0= (Z12,) ' ZY

Como Z; y Z, son ortogonales 0; estd insesgado. Por lo tanto, V(1) = 02(Z;Z,)~". Este estimador tiene
las propiedades deseables para 61, pero no para los pardmetros reales de interés (3). Ahora discutiremos una
transformacién de 6 devuelta en 8 que se propone usualmente, note de que 8 = Pf = P61 + P»05, como
omitimos Zs nosotros explicitamente asumimos de que 65 es igual a 0, en estos casos B * = Plél, el cual serd
el estimador del componente principal de 5. Como vimos anteriormente (en variables omitidas), es sencillo

notar de que V(5*) < V(8), sin embargo este estimador estard sesgado a menos de que Pafly = 0.
Hasta ahora, nosotros hemos guardado silencio acerca de cémo escoger Z. Dos enfoques han sido sugeridos:

e Incluir en Z5 el componente con el valor propio mas pequeno. Esto equivale a decir que colinealidad
débil es equivalente a colinealidad perfecta, lo cual no es muy recomendable.

e El test para Py = 0 ( lo cual no es trivial de probar).

22Recuerde que la matriz P satisface P’P = PP’ = 1.
23)\j denota el mayor eigenvalue jth de X’X
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3.8.4 Ridge Regression

Teniendo A = P'X'XP = diag(\1, ..., ), como la matriz diagonal de valores propios de X’X (como lo
vimos antes, es la matriz de eigenvectors de X’ X). El estimador de la regresiéon Rigde generalizada (GRR)
estd definida por:

O=A+W)'ZYV =(A+W) Al (278)
Donde:
W = diag(wy,...,wg), w; >0, (279)
Yy R
O=A'2'Y (280)

Es la estimacién OLS de 6. Recuerde que 8 = P’'3, el estimador GRR de 3 es:
=P (281)

El estimador GRR depende de la eleccién de W. Se puede demostrar, de que los valores de w; que minimizan
el error cuadrético medio (MSE) de 8 estan dados por:

w = — (282)

Donde 6; es el elemento i-th de @, se puede obtener un estimador operacional sustituyendo o2 y 6;, via OLS
de la forma:
N 2
w; = 7 (283)
Una versién simple del estimador, es llamado el estimador ordinario de la regresién Ridge (ORR), el cual es
obtenido al establecer W = wl: ~
Borr = (X'X +wl) ' X'Y (284)

Aunque no se puede encontrar un valor éptimo explicito para w, se han propuesto varias opciones estocdsticas.
Entre los méas populares tenemos:

™)

B

o k&2

= y o= (285)
g FX'XP

Aunque los estimadores de la regresiéon Ridge, pueden tener un MSE menor que OLS, es importante men-

cionar varios incovenientes:

’IDI

@

e No hay consenso con respecto a la eleccién de pardmetros de contraccion.
e El pardmetro de contraccién no tiene distribucion estdndar.
e Debido a esto, la distribucion del estimador de la regresién Ridge de 5 ademas no sera estdndar, en cuyo
caso la inferencia no puede realizarse con las pruebas iniciales (especialmente en muestras pequenas).
3.8.5 Volviendo a la discusién anterior

Para ejemplificar, el por qué argumentamos de que el ”problema de multicolinealidad”, no es un problema
ad-hoc, considere lo siguiente:
Yr = Prane + Paways + uy (286)

Una regresién de xg en z; llegamos a z3; = 0z14 + 0, donde ¢ (por construccién, es ortogonal a xi),
sustituyendo este auxiliar en la regresién original, obtenemos el siguiente modelo:

ye = P1z1e + 52(é$1,t + ) +u = (61 + 52é)$1,t + Bty + up = 01216 + 0221, + Ut (287)
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Donde (51 —I—Bgé) =01,00=09,21 =T1y 22 = To +ém1. El investigador quien usa las variables x1 x5 con los
parametros (81 y B2, reportara que (s estd estimado incorrecto por el problema de multicolinealidad. Pero
otro investigador el cual tropezard al estimar el modelo con las variables z; y z5 con los parametros 6, y 65
reportarfa que este no es un problema de multicolinealidad, debido a que 27 y 22 son ortogonales (recuerde
de que z7 y 0 son ortogonales).No obstante, este investigador reportaria de que v2(= [2) estd estimado de
manera inexacta, no por colinealidad, sino porque 2z no esta variando adecuadamente.
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